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Vorwort. 


Die vorliegende Arbeit ist hervorgegangen aus der Betrachtung der conju- 
girten Durchmesser der centrischen Flächen zweiten Grades und hatte ursprünglich 
zur Aufgabe, den geometrischen Ort zu bestimmen, welchen die Mittelpunkte aller 
Kugeln bilden, die von einem Systeme dreier conjugirten Durchmesser eines drei- 
achsigen Ellipsoides berührt werden und eine gegebene Kugel rechtwinklig schneiden. 
Eine weitere Ueberlegung zeigte, dass man auch nach dem geometrischen Orte dieser 
Kugeln fragen könne, wenn dieselben statt der Bedingung, eine gegebene Kugel 
rechtwinklig zu schneiden, einer beliebigen anderen Bedingung unterworfen werden. 
Damit liess diese eine Aufgabe eine Zahl von anderen erkennen, die zwar alle von 
einander verschieden sind, aber doch das gemeinsam haben, dass jedesmal die den 
geometrischen Ort bildenden Kugelmittelpunkte sämmtlich Kugeln angehören, welche 
von einem Systeme dreier conjugirten Durchmesser eines Ellipsoides oder von dem 
Umdrehungskegel, auf welchem ein solches System enthalten ist, berührt werden. 
Es erschien mir daher als nothwendig, das allen diesen Aufgaben Gemeinschaftliche 
in einem besonderen Theile vorauszuschicken, welcher allgemein zunächst den Um- 
drehungskegel, auf dem ein System dreier conjugirten Durchmesser eines Ellipsoides 
enthalten ist, bestimmen soll, und m einem zweiten Theile die Aufgaben über den 
fraglichen geometrischen Ort folgen zu lassen, welche sich so als Anwendungen der 
im ersten Theile. behandelten Aufgabe darstellen und eine mannigfache Modifikation 
zulassen. Diesem ist dann eine etwas weitergehende Untersuchung über einhüllende 


Flächen in einem besonderen Theile angeschlossen. 
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Denkt man sich drei vorläufig beliebig gewählte Richtungen im Raume. durch den 
Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems gelegt, deren Richtungs-Cosinus sein 


mögen 
a Oo 0; 
RT (Zee ß, (3) Ps 
YA Ya Ys3 » 


so sei zunächst die Aufgabe gestellt, den Umdrehungskegel, auf welchem diese drei Rich- 
tungen als erzeugende Gerade enthalten sind, zu bestimmen, d. h. also die Richtungs - Cosinus 
p, %, W der Kegelachse und ebenso den Cosinus z des halben Oeffnungswinkels als Funk- 
tionen der genannten neun Richtungs-Cosinus «,, P,, yı ete. zu ermitteln. 

Die Gleichung dieses Rotationskegels, dessen Spitze mit dem Coordinatenanfang zu- 
sammenfällt, ist, wenn «, $, y die Richtungs-Cosinus einer beliebigen Geraden auf dem 
Kegelmantel bedeuten, durch die Beziehung 

a a 
gegeben. 
Aus dieser Gleichung folgen nun, da die obigen drei Richtungen drei Lagen der 


Erzeugenden sind, wieder die Gleichungen 
fh rynv=rı 
BD Re 
ER a a 


(6.) P+r+wW-l 


Dieses System der vier Gleichungen lässt aber jene Funktionen 9, x, W und z von 
&, Pi, Yı ete. bestimmen. Aus dem System der drei linearen Gleichungen (5.) ergeben sich 
in bekannter Weise nach der Theorie der Determinanten für , x, W die Lösungen 


und ausserdem 


Eh 
Vo 
EZR 

(7.) ee #377 
A; 

ee 


% Ei "% A z: 
Ken‘ At - 
E; 4 
; ara 
6 K $ * Bi. 
wo 
a A 9 
(8.) An u 
By 
Ti pP Yı WER, 
(9.) 4 = 2) ll % rd, 
T Ps 9 1. % 
a Yı m 1 2 
(10.) Ale, a0 nie a Be 
N ve lo; 1 73 
und 
i “a Pı & Pı 1 
(11.) d, =, %, ı = T |% PA 1, 
a P, € | 1 
Dadurch gehen die Lösungen (7.) über in: 
Tr 
= 5 
(12) 
A 
T 4. 
Vs TEN 


Aus der Gleichung (6.) folgt nun sofort durch Substitution der orhaltenen Werthe a " 
9, %, % der Cosinus des halben Oeffnungswinkels 


4 
se ee 
+ya +2 +4 
und mit Hilfe dieses Werthes aus Gl. (12.) 


(13.) u 


Ü 


Ad 


2 NZ a TE 2 | 
+yYa +2 +4 
| RER: | 
(14.) Sn e | on 
ey Asa ee \ 
. 4, 
u 


Var TRIER 


ii 


Berücksichtigt man blos das positive Zeichen, d. h. betrachtet man von den vier ver- 
schiedenen Umdrehungskegeln, welche sich durch die drei beliebig gewählten Richtungen 
& ß, Yı ete. legen lassen, nur denjenigen, dessen Oeffnungswinkel ein spitzer ist, so ist der- 
selbe hiermit vollständig bestimmt. 

Wäblt man jetzt die drei Richtungen so, dass sie ein System dreier conjugirten 
Durchmesser eines dreiachsigen Ellipsoides 


w® y* z 


79 
[47 0" 


£0] 
[8°] 


bilden, so müssen ihre Richtungs-Cosinus folgende Bedingungen erfüllen: 


[ C, 0, an Pı Pa Er te — ( 


a” = (07 
& Pı B; Hude. 
(15.) a? =t: b? nie e =) 


& Oz + ß: 2 ß 3 .n TER Y3 ey) 


Führt man die üblichen Substitutionen für die Coordinaten eines Punktes des Ellipsoides 
e=al, y—bu, z='V 
ein, so erhält man aus der Gleichung des Ellipsoids, 


e+ehnel, 
und es sind daher A, u, v die Richtungs-Cosinus einer Geraden. 
Sind nun die Coordinaten der Durchschnittspunkte der drei conjugirten Durchmesser 


mit dem Ellipsoid | 
2, Yı, As *ar Yar dry Wr Ya, %) 
die halben Durchmesser 

11, Ta, 73} 


so werden durch die angegebenen Substitutionen drei neue Richtungen bestimmt. 


Es ist 
( 2 AN Dr Beten, 
Ge een) = = ’ He = 
| 7] 7] 118 7] 3 7] 
I 
23 LER NAT TEC EL 
1) an, At yon m 
Tg Tg Ta Tg Ty Ta 
n 25 _ ab , = Y _ Di | a Zune, Cr 
Sa wre nit re RE re . 
Tz Tg T3 Tg Tg T3 


womit die «@,, ßı, 7, ete. ausgedrückt sind durch die neuen Grössen 4,, u,, v,, etc. 
Dadurch gehen die obigen Bedingungsgleichungen (15.) über in die folgenden: 


Ara lu, a, LER me 0 
ee —- Yı %5 0 
ll; + ls. 9 9! 0, 


(17.) 


\ 


8 


welche uns die Ueberzeugung gewinnen lassen, dass das System der drei conjugirten Durch- 
messer &,, ß}, Yı ete. gleichzeitig ein neues System dreier Richtungen A,, w, », etc. mit- 
bestimmt, die zu einander rechtwinklig sind und daher eine rechtwinklige Ecke bilden. 

Umgekehrt bilden die so eingeführten neuen Richtungen A, u, »,, A, Us 95, A, My, Vz 
eine rechtwinklige Ecke, wenn die ursprünglichen Richtungen «&, ß, y, ete. zu einander con- 
Jugirt sind. 

Zu dieser Ecke gehört nun entsprechend auch ein Umdrehungskegel, und es seien 
die Richtungs-Cosinus der Achse desselben @‘, x‘, w‘, der Cosinus des halben Oeffnungs- 
winkels z‘, dann erhalten wir für die letzteren: 


pturtnyv-r 
(18.) tn tnv—r 
,oturtn,w—r 
ee, 

Hieraus ergeben sich die Lösungen 


D, D 


ee ee I ER 
le: IR Kae DD" v ru Der 
worin zur Abkürzung gesetzt wurde 
hu 9 
(20.) D=z he Ma 9, 
I N 9 
Kalle 70 7, 
(21.) De N FL, Do D, 
T U 9% 1 %| 
AR Aula 
(22.) D,: =. ot eu Era 
Pe RE A, v 
ARE: Aue 
(23.) D, = As. ar ra ae: =:g' D, 
2; Us ; }, U; 
Die Gleichungen: (19.) werden jetzt 
Ban D 
ren 
(24.) BR ea, 
Para 
T' ze 
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Substituirt man diese Werthe in die letzte der Gleichungen us » so erhält man on den 
Cosinus des halben Oeffnungswinkels 
D 
(25.) Fun D ı2 
en rn 
und setzt man diesen Werth für” ind. (24.) ein, so er sich, die Richtungs- Cosinus 
der Achse des neuen Kegels, wie folgt: 


| D, 
p 2 2 2 ‚2 
Vp+D2)+D2, 

| ent 
(26.) % =. =: ı2 2 ö 

VE, 

D, 
v er ‚2 2 “2 
| /» D, 2 D, 


Nun bestehen für die drei neuen Richtungen ausser den Gl. (17.) noch die folgenden: 
| R —+ 1 + u =nl 
27.) | ee 


en int 
und umgekehrt: 

u, u Ai derer hacken N 
(28.) ee 
a 

PERLE OEM 

(29.) 1, -H Hs 't.u rd 

a 


Aus den beiden ersten der Gl. (28.) erhält man nun für A, und A,: 


aaa u ee Re 2 
Dec Be 
(30.) Haar a Hz 
ER re 
As ——— Eri2e A, 
kon Na aa Pe 


und setzt man diese in die erste der Gl. (29.) ein, so erhält man 
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2 | (u - urn) Tu id Tele) | — (fs v, Ua 1 
oder wie sich in bekannter Weise dafür schreiben lässt | 
A | (Mi 3 us 1% 1) b: + v. an ») - nt ti 2°) = (ty u) 


und. hierin ist der Coefieient von A,” nach den Gleichungen in (28.) und (29.) geradezu gleich 
der Einheit; man erhält also: 


a re 

oder 
=. Mus nt m) 
und nach den Gl. (30.) mN HM nr) 
(31.) | Aa = ck (a Ber! 


Nach diesen Herleitungen gehen wir über zu den Determinanten / der p, x, u, z, 
welche sich nunmehr auf den Umdrehungskegel durch die drei eonjugirten Richtungen «, 
ßı yı etc. beziehen. 

Es war nach Gl. (8.) 


4 Pı Yı 
Ana, Ba 
0, P, Ys 


welche vermöge der Substitutionen (16.) übergeht in 


ah bi ein, 


Ak m 9 
r] if) T; 
ad OU Er. a: b>s£ 
Zee 2 He ll - ——L 5% 
r3 r3 r5 1] Ta T3 5 
2 Le b ae} C V5 
Far hy My 9 


und die letztere ist gerade die Determinante D, also ist 


Pi Aa 
rar, 
Es ist aber | 
D=4, (m vY;, — Us 9) ar Ay (tt 9 — ll; v,) ar As: (ii 9 — Hl, 9) 


also mit Berücksichtigung der Beziehungen in Gl. (31.) 


Da 
und folglich 
(ae DIE 3 
1 To Te 
während 
In, y; 
DIE lvo». = 44 + +, ud entsprechend 
1 Az v; 


D, = ER ne Ka En 
Du u, 
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Ferner ist nach den Gl. (9.) (10.) und (11.) 


a, 1 pe 

2 Ti 
SE Vz a DEI SERLET, EN | A, EM A, A, P| 
5 Tr, Fa Rs FıTz TIRt, | 

1 PB .% 1 2 EHER 

N T5 


und consequent 


(34.) dA, = ac | Kı - Dr ar Kt; 
| 


Ta 13 a: 1,73 f 
ann lig He ern Zu 
By) s ie \ Ta Tg A 2825 ie 1 | 


Mit Hilfe dieser Werthe für die / erhalten wir nun aus Gl. (13.) den Cosinus v des 
halben Oeffnungswinkels des durch die drei conjugirten Richtungen gelegten Umdrehungs- 
kegels 
abo. 1 


i= = 
et x 


oO 


(86) 


wo zur Abkürzung gesetzt ist 


2 Aa: A u [TR DE, 
u 5 ( 1 2 8 ) 2 02 ( 1 Its 3 ) 
(37) 2 Nr nz in Tı 75 u. 7, a LO ar Pin rg ı 11 75 
; v, v, v, ) 
ar (- 75 Sr CAT, s rn)” 


und aus den Gl. (14.) die Richtungs-Cosinus der Kegelachse 
b 2 A LE 
| ee 6 ( 1 R 2 a% =) 


Ve Tg! Tg 7173 Tı Ta 
a € 12a Ma a} ) 
(88.) A Er be: 15 a3 rı T5 + rı Ta 


v V: 
a (et ee) 

Es stellen sich also die gesuchten Grössen dar als Funktionen von r, r, r, und den 
neun Grössen A, u, v; aber die letzteren hängen nach Gl. (16.) ab von den gegebenen Grössen 
& ß, Yı ete. und den r, r, r;; diese sind indess in bekannter Weise gegeben durch die 
Gleichungen 


Ei pi? Zu ne 
ar a7 b? os ec? 1,” 
0° 2 a 

(39.) a? Ar Be Zt Be" 19° 
2 ß,? ya? 1 
a 


sodass also p, x, w und z durch die Constanten des Ellipsoids a, b, c und die gegebenen 


Richtungen der drei conjugirten Durchmesser des Ellipsoids vollständig bestimmt sind. 
2% 
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Es handelt sich jetzt nur noch darum # äusdrücken als Funktion von: p, x und w. 
Aus den Gl. (38.) ergiebt sich zunächst 


re A ar h, + BE - MAL 
1275 Tr RN be 
A, ‚Ha Uz AND % Er 
PER A rn NT, TEMNETDE 
v, + De RE je Ye a U 2 
1, 15 Tı Ts Fı 75 ab 


Quadrirt man dieselben der Reihe nach und addirt sie, so erhält man mit Rücksicht 
der Gl. (17.) und (27.); 


oder ° 


FR st Stra) ( Fin aib Aalıh ye hi) 
Pc 42 Bas = Aa er 

Es bedeuten aber r,, r,, r, nach dem Früheren die ee der drei conjugirten 

halben Durchmesser, und es ist daher. nach einer bekannten Eigenschaft der conjugirten 


4 +4 =-e+8 +2. 
Dies berücksichtigt, geht unsere Gleichung über in: 
2 DIE 2 
(40.) nern e NE Tre R 


3 
2 

Er a ac ar 2 
und dies eingesetzt in die zuvor quadrirte Gleichung für z folgt: 


N a Rp p? y? y \ 
= ea Pu ® le Sr 02 72 ar a 


C 


Durchmesser 


oder Ei 
le z d® p° b? y? —- 2 w° 
(41.) en ZUR See Teneren 
womit also, wie verlangt war, 7 als Funktion von 9, %, w dargestellt ist. 
Sind also, um das Resultat zusammenzufassen, die neun Richtungs-Cosinus «&, 


y, etc. der drei eonjugirten Durchmesser gegeben, so bestimmen sich nach Gleichungen (39) 
die Grössen », ?, r,, durch letztere und Gl. (16.) die ferneren neun Grössen A, in, », ete 
Aus den Gleichungen (38.) erhält man dann die Richtungscosinus , x, V der Achse des 
Rotationskegels der verlangten Art; Endlich lehrt die Gl. (41.) aus diesen den Oefinungs- 
winkel dieses Kegels zu berechnen. } 

Es könnte nun auch die umgekehrte Aufgabe gestellt und gefrakt werden, wenn eine 
Achse als Rotationsachse eines Kegels gegeben ist, auf welchem Tripel eoijugirter Durch- 
messer liegen sollen, welches ist dann seine Achse und wie lassen sich die auf’ dem Kegel 
liegenden conjugirten Durchmesser finden. Ä 

Um diese Aufgabe zu lösen, muss man = und: die: neun Grössen a, ß; y ete: ale 
Funktionen der jetzt gegebenen ‚Grössen p, x, ı. darstellen. 
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Zunächst ergiebt schon eine blosse geometrische Betrachtung, dass es auf dem Kegel 
eine Schaar.von Tripeln conjugirter Durchmesser geben muss. Für die Oeffnung des Kegels 
hätten wir bereits in der Gl. (41.), welche ja z als Funktion von p, %, W ausdrückt, die ver- 
langte Lösung. 

Um weiter zu den Funktionen «, ß, y ete. von p, x, W zu gelangen, müsste man 
erst die A, «u, v» bestimmen; die Elimination in den hierfür existirenden Gleichungen jedoch 
hat seine Eigenheiten und Schwierigkeiten. 

Von Interesse ist hier noch die Frage, welche ende dem kleinsten und 
grössten Oeffnungswinkel des Umdrehungskegels entspricht, also die Frage nach dem 
Minimum und Maximum des Ausdrucks 


5 a® op” +- b? ii - e w” 


= 5 
$ 


Hierbei muss aber die Nebenbedingung 


Dane a 


beachtet werden. Durch .diese redueirt sich z auf eine Funktion von nur zwei Veränderlichen, 
man erhält durch Elimination von 


= lVFRE-NHER-NLE 


Nach der Differentialrechnung hat eine Funktion zweier Veränderlichen z = F (w, y) 
für diejenigen Werthe von x und y ein Maximum oder Minimum, für welche 


° %2 
ER _ 0 
°x 9y 
und gleichzeitig 
9° 0” 2 : i IR 
nn ee ( ) ist, und zwar ein Maximum, wenn —_ —,- und 
x %) y° or 9y °x 
9? - ; ne | 0% 2 0% 2 ; SAE 
y, beide negativ, dagegen ein Minimum, wenn u und an beide positiv sind. 
In unserem Falle ist 
IT ( — ee) Q 
%0 
z Ve@-)+r@®—-9)+e 
u ET ER EEE 
e) 26 I 2 2 2 2} 6} 2 2) ) 
s 2 Pa — dh) (? — ce) + c 
diese können unter der Annahme | 
FREUNDES TE 
nur verschwinden, wenn 9 = 0 und x = 0, also w —= 1 wird. 
Ferner ist 
IE RE) U DE I 
Re er ER -NrR@—HSH EN) 
ET Is. pP (a — ee) + 


TI TERZIFFÄ-ZIFN 
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und 
ine Eile, SER (a ER x 
op °% FE - IHR NFEN 
Setzt man hierin @ = 0, x = 0, so wird 
( 0% 7 ) a la 
9? a c 
=) 
( 9 ) rl b? — ce? 
0 c 
a) 
027 h : ) 
(>) ler 0 ; folglich besteht auch die Bedingung 
en) 
92 T 9% TC 92 T D} 
Er krer) f 
9? 29 k 
und da — Pr und —, 5 beide positiv sind, so entspricht das Werthesystem 
2 = 0,.X = Veumnd v.= 1 


einem Minimum von z oder einem Maximum des Oeffnungswinkels, da ja z der Cosinus des 
letzteren ist; das Minimum von 7 ist also 


Eliminirt man dagegen = r?, so hat man 


EL am a (oa 97790 ige 
= — a 2? (a? — 9) — W8 (a? — 0) 


und daher 
O3 SI GE — (a? — 9) y 
un BI 
X 8 /a® ee w? (a2 09) 
IE fi zen (a? en ce?) u 
Te Pen er 


Ss Ve: ren y° (a? En b?) Be w* (a? 3 c?) 
Diese können nur verschwinden, wenn 

2=0,V=o, also v = 1 wird. 
Weiter hat man jetzt 


Ne Ne 
“tt. (- Pa) — ya) 
Pr a — ec a? — %° (a? — b°) 

er 1 @-N@-N)xv 


RN 5 (« a A 9)’ 


und demnach 


ar Rd a 
ae) =0. . s a 
v—.0 
( 7 ) od Surlirlangar Feten 
OS I TTER s a 
v0 
Pl 7 ) 
BD 
Auch hier findet die Bedingung 
92 T 92 T 9? T 2 
B Iy® > en) statt, aber da 
92 Ay 
a und En beide negativ sind, so entspricht das Werthesystem 
9 eilig =,0, W000 


einem Maximum von r, also einem Minimum des Oeffnungswinkels, Das Maximum von z 
ist daher 


q 
Ss 


Fällt also die Kegelachse in die Richtung der z-Achse oder der kleinsten Haupt- 
achse des Ellipsoides, so hat der Kegel, auf dem Tripel conjugirter Durchmesser liegen, 
seinen grössten Oeffnungswinkel; fällt sie dagegen in die Richtung der «-Achse oder der 
grössten Hauptachse, so hat der Kegel den kleinsten Oeffnungswinkel. Einfacher und ohne 
Differentialrechnung lässt sich das Maximum und Minimum von z auch so bestimmen: Wenn 


T — 


RE I ENG 
so ist 
2 +2? He > ee Hefte WR 
ff > ec 
also 
C 
Bas 


Ss 


Es ist also der kleinste Werth, den z annehmen kann, er tritt ein, wenn = 0, 


x = 0 und v = 1 wird. Dagegen ist 
ep + Pre <ag® tag tar 
<a: 


also 


Se 


—— 
Mithin ist — der grösste Werth, den z erreichen kann; derselbe tritt ein, wenn 


g=1,1x=0,v= 0 wird. 
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Theil 1. 
Anwendungen. 


Es lassen sich die gefundenen Formeln zur Lösung interessanter Aufgaben anwenden. 
Man kann hiermit den geometrischen Ort für die Mittelpunkte aller der Kugeln bestimmen, 
welche ein System dreier conjugirten Durchmesser des Ellipsoides berühren und noch irgend 
einer Bedingung unterworfen sind. 

Abschnitt I. Als solche nehmen wir z. B. an, dass die Kugeln sämmtlich eine 
gegebene Kugel rechtwinklig schneiden sollen. Es ist zunächst klar, dass die zu einem be- 
stimmten Systeme dreier conjugirten Richtungen | | | 

a hy Pa Ya Ps 7 
gehörige Kugel ihren Mittelpunkt auf der Achse des im Vorigen behandelten, durch genannte 
drei Richtungen gelegten Umdrehungskegels haben muss. Jedem solchen Systeme entspricht 
eine einzige Kugel, welehe die gegebene Kugel rechtwinklig schneidet. 

Nun bestehen unter den neun Grössen sechs Bedingungsgleiehungen;: mithin gäbe 
es, da drei derselben willkürlich wären, dreimal unendlich viele Systeme conjugirter Durch- 
messer. Da aber z bereits von @, x, W abhängig ist, so giebt es indess nur eine zweifache 
Schaar von unendlich vielen Kegeln, auf denen ein System dreier conjugirten Durchmesser 
liegt und also auch eine zweifache Schaar von Kugeln von der angegebenen Beschaffenheit. 
Der fragliche Ort wird daher eine Fläche sein müssen. 

Seien die Coordinaten des Mittelpunktes der gegebenen Kugel 5, 7, &, ihr Halb- 
messer 0,, die Coordinaten des Mittelpunktes der zu dem SEIT dreier conjugirten Rich- 
tungen &, P, Yı, % Pa Ya, % Ps 7, gehörigen Kugel &, 7, (, ihr Halbmesser 0, alsdann’ 
lautet die Bedingung dafür, dass die zweite Kugel die gegebene rechtwinklig schneidet 

1.) e* Hr Rqı) eat, 
wenn d die Entfernung beider Mittelpunkte bedeutet. Nun ist 
= —- rm N +8) 
=, Mt En Eee 
oder wenn r‘ die, Entfernung des Mittelpunktes der gegebenen Kugel, r diejenige des ge- 
suchten Kugelmittelpunktes vom Coordinatenanfang ist: | 
(2.) rn re vw), 
wo gesetzt wurde 
Sarg, near, 
da ja die Richtung r zusammenfällt mit der Achse des früheren Kegels. 
Ferner ist 
(3.) ®=.r" (1 — ??) 
und Gl. (1.) wird: 
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Setzt man beide Ausdrücke für d? einander gleich, so erhält man nach einfacher 


a LE 
Führt man jetzt den in Gl. (41.) Th. I. aufgestellten Ausdruck für z? ein, so wird, 


wenn man noch 
(5.) a bu ee 
setzt: 


Dr eV) - 2 rar) Leer a 0 
und dies ist die Gleichung des fraglichen Ortes ausgedrückt durch die Entfernung eines 
Punktes vom Coordinatenanfang und durch die Winkel derselben mit den drei Achsen. Der 
Ort ist also eine Fläche zweiten Grades. 

Gehen wir zum rechtwinkligen Coordinatensystem zurück und führen die bereits an- 


Reduction 


gegebenen Substitutionen 
Ve U 


ein, so lautet die Gleichung des gesuchten Ortes 

Mae LTaR REED nn Ds te N 
oder, da diese Fläche bezogen ist auf das ursprüngliche Coordinatensystem x y z, so ge- 
schrieben: 
Q) ri 222. 2! mn y—_ 2 ze le — eo) = 0 

Unsere Gleichung hat also die Form | 

A®+BP?+C?’+2Gx2+2Hy+2Iz+K=0. 

Nach der Discussion dieser Gleichung der Flächen zweiten Grades hat bekanntlich 
die Fläche einen oder keinen Mittelpunkt, jenachdem das Produkt aus den drei Coefficienten 
von @°, y°, 2: ABC von Null verschieden oder gleich Null ist. In unserem Falle ist 

ER ee 
also positiv, und der geometrische Ort ist eine Fläche zweiten Grades mit Mittelpunkt. 
Die allgemeine Gleichung geht, wie bekannt, durch die parallele Verschiebung der 


Coordinatenachsen 


Pe w 
De A 
h H 
re Fe 3 
ee 
“ —- “- C 
über in ee 
i A n'? + B y" -+ (di 2"? er K' Ä 
wo 
Ei 66 H?° 2) 
er (3 ae 


Dies auf unsere Gleichung angewendet, vereinfacht sich dieselbe in 


2 2 3 
a) arten HE) eo 
wenn wir die Substitutionen einführen: 
a 4 s” = 
EN? "Fr g2 
s 
(3 ie _ 
» = aA 2 Cr 
a as & 
Setzt man für den Ausdruck auf der rechten Seite 
3 P4 du? X % 
a0) 0 al ae) Sehe 


welcher, wie sich zeigen wird, stets positiv bleibt, so können wir die Gleichung schreiben 


ı2 12 ı2 


2 


l Y BE 
a b C 
und man erkennt sogleich, dass unser geometrischer Ort ein dreiachsiges Ellipsoid ist. 
Dass M wirklich positiv bleibt, dafür geben wir folgenden sehr einfachen Beweis: 


74 


(11.) 


Schreiben wir 


= u Br 5 N Gr Br 279 
ie a 


Fr 

so lässt sich, unter Berücksichtigung, dass 
i , 2, = Ehe nel 

ist, für die Klammer setzen 
ar : N 5 2 ana 2 
era A Be ea Ki ee 
Dieselbe ist also positiv und daher auch 
0) 3 B- ne p) 82 FE b? 0) 3 re ec? \ 6) 0) 
(12.) Mrs | oe Auen ı Kr + 2 ns N 


positiv. 

Ueber die Lage des gegebenen Kugelmittelpunktes ist im Obigen weiter keine An- 
nahme gemacht worden. Wir wollen im Folgenden die verschiedenen Fälle betrachten, 
welche sich für die Lage des Kugelmittelpunktes ergeben und die besonderen Werthe an- 
geben, welche M dabei annimmt. 

Die an den Ausdruck für M anknüpfende Betrachtung lässt hierbei interessante Be- 
merkungen zu. Be 

1) Zunächst darüber, wie sich der gefundene Ort ändert, wenn man die Lage 
des Mittelpunktes der gegebenen Kugel ändert. 

Liegt der Mittelpunkt der gegebenen Kugel &, n, &, ausserhalb des Ellipsoides, so 
können die drei Fälle eintreten 


1, 2 Qu Hl 
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Für den ersten Fall ist die zweite Klammer positiv, und da 


G? 
Si 
2 


AR RE &: 7. ) 
2 Dir 2 „4 1 1 
Su (; a) <s ( a? B2 ar : ) 


so ist die rechte Seite unserer Gleichung positiv und der fragliche Ort ein Ellipsoid. 


Wenn r' = g1, d. h., wenn die gegebene Kugel durch den Mittelpunkt des ge- 
gebenen Ellipsoides geht, so verschwindet das zweite Produkt, und es bleibt auf der rechten 
Seite die positive Grösse 


+) 


stehen; der Ort ist dann ebenfalls ein Ellipsoid. Desgleichen bleibt die rechte Seite positiv 
für r' < g,. Dasselbe gilt, wenn der Kugelmittelpunkt innerhalb des Ellipsoides liegt. 
Liegt der Kugelmittelpunkt auf dem Ellipsoide selbst, so müssen seine Coordinaten 


er | N 
ee 


[44 


S; 91 & der Gleichung des Ellipsoides genügen, also 


+ 44-1 


a” C 


und der Ausdruck für M vereinfacht sich in: 
(13.) M 2 — 2 PA). 

Geht aber die Kugel zugleich durch den Mittelpunkt (Anfangspunkt) des Ellipsoides, 

so ist r' = oe, und der obige Ausdruck wird einfach 
Mir. 

Endlich kann der Mittelpunkt der Kugel zusammenfallen mit dem Mittelpunkt des 

Ellipsoides; alsdann wird 
Zoe tcher s, oem o,. 
und daher 
(15.) Mer 

Man sieht, dass der Ausdruck für M in jedem Falle, wo auch der Mittelpunkt der 
Kugel liegen möge, weder verschwinden noch negativ werden kann, sondern stets positiv 
bleibt. Daher ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller der Kugeln, welche von einem 
Systeme dreier conjugirten Durchmesser des Ellipsoides berührt werden und irgend eine ge- 
gebene Kugel rechtwinklig schneiden, unter allen Umständen ein reelles Ellipsoid, dessen 


Hauptachsen mit denen des gegebenen parallel sind und die Längen haben 
yM yM VM 
n ; b' = j , — Far , 


während die Coordinaten des Mittelpunktes desselben gegeben sind durch die Gleichungen 


(16.) a = 


I, ER 
a? 
(17.) m .h 
b* 
n = nn 


3# 


20 


In den oben angeführten Fällen ändert sieh zwar mit der Lage des Kugelmittel- 
punktes die Grösse der Achsen und die Lage des Mittelpunktes des Ellipsoides, aber das 
Verhältniss der Achsen bleibt überall ein constantes. 

2) Von ‘den Aenderungen, welche der gefundene Ort erfährt, wenn man die 
Lage des Mittelpunktes der gegebenen Kugel verändert, sind diejenigen der 
Untersuchung werth, welche entstehen, wenn man den genannten Mittelpunkt 
nach einem gewissen Gesetze verschiebt. 

Es waren 8, , 7, , & die Coordinaten des gegebenen Kugelmittelpunktes und die des 
Mittelpunktes des gefundenen Ellipsoides 

N 5 m ” 5 


= ı = n = 


2 ’ BET ’ en 
Verschiebt man erstens den Mittelpunkt der gegebenen Kugel auf einer Kugelfläche um den 
Anfangspunkt n 
na nenn 
so verändert sich beständig die Grösse der ersteren Kugel, da in ihrer Gleichung 


N U A = 
die Variabelen 5, 7, &, enthalten sind. Dabei bewegt sich der Mittelpunkt des gefundenen 


Ellipsoides auf einem mit dem gegebenen concentrischen Ellipsoide 


at bt 4 


(18.) er +: mie 


Ss 


womit gleichzeitig die Grösse der Achsen des veränderlichen Ellipsoides sich zwar beständig 
ändert, das Verhältniss derselben zu einander jedoch unverändert bleibt. 

Verschiebt man dagegen den Mittelpunkt des gefundenen Ellipsoides auf einer Kugel 
um den Anfangspunkt als Mittelpunkt 

Pt m Hintdie,d 
während es ebenfalls seine Gestalt ändert, so muss man den gegebenen Kugelmittelpunkt auf 
dem Ellipsoide 
(19.) Zr El ea 

bewegen. 

Insbesondere, wenn man den Mittelpunkt des gefundenen Ellipsoides auf derselben 
Kugel sich bewegen lässt, auf welcher wir vorher den gegebenen Kugelmittelpunkt verschoben, 
d. h. also wenn e — r‘ angenommen wird, sind die beiden Ellipsoide unter (18) und (19) 
sowohl der Gestalt als auch der Lage nach polarreeiprok zu einander in Bezug auf die er- 
wähnte Kugel mit dem Radius vr‘. Endlich lässt die oben unter (12) aufgestellte Form für 
den Ausdruck M erkennen, dass, wenn man den Mittelpunkt der gegebenen Kugel auf der 
Fläche 


se ers es 
6} oO © 6} 0} 
(20.) ern 5, + WEB N er: era a — & 


sich bewegen lässt, ohne ihren Radius zu ändern, das gefundene Ellipsoid seiner Gestalt naclı 


ra: 
unverändert bleibt (weil dann nämlich M beständig denselben Werth behält), während sein 
Mittelpunkt auf der Fläche 

(21.) — a)? (? — DB) m’ (? — E) n? = k” 
verschoben wird. 

3) Der Ausdruck für M enthält die Halbachsen des gegebenen Ellipsoides, und 
er wird sieh daher ändern, wenn man statt des gegebenen Ellipsoides mit 
den Halbachsen a, b, e ein anderes mit den Halbachsen A, B, C annimmt. 

Von Interesse ist hierbei die Frage, wie sich der gefundene Ort ändert, 
wenn man statt des gegebenen Ellipsoides ein ihm ähnliches wählt, wenn 


also 
A B C 
“> Aw er 
besteht. 

Setzen wir das gleiche Verhältniss der Achsen — & und führen die sich hieraus er- 
gebenden Werthe für a, db, e in die Gleichung (7.) ein, indem wir zugleich beachten, dass 
‘<= - wird, wo S? wieder die Summe der Quadrate der Halbachsen bedeutet, so erhält 
man wiederum ein Ellipsoid mit den Halbachsen 

3) 4 SIE a A Pe IT 
A B C 
wo 
Ber — 5 ne Ba en: u See) 
4? fer (dir . 
während die Coordinaten seines Mittelpunktes sein müssen 
2 S° Er PR. S° Nı TREE 5° Sı 
(25%) Fr 2’ M, = p Ne 62 
Berücksichtigt man aber, dass S°? = &° s? und daher M' = e°? M ist, so wird 
NE ee Me RE 
A >. A? == Tas a a; 
und ebenso 
B' Er. b'? Ä C' =ı ce? 
Desgleichen wird 
u S? & & $ 2 A 
A? Erd 
und 
Men, Nail ns, 


Diese Resultate liefern also das Ergebniss, dass der gefundene Ort in allen Fällen 
derselbe bleibt, wenn man statt des gegebenen Ellipsoides ein ihm ähnliches substituirt. 
4) Das gefundene Ellipsoid zeigt auch noch eine andere merkwürdige Eigen- 
schaft, dass es nämlich der Gestalt nach polarreeiprok zu dem gegebenen ist. 
Behufs Nachweisung dieser Beziehung ist es nöthig, die Bedingung dafür aufzusuchen, 
dass zwei Flächen 2. Grades polarreeiprok za einander sind. 
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Sei also die eine Fläche (I) 
(6.) A® +By?+C2?+2Day+2 Eyz+2Faez+2G@2 +2 Hy-+2Iz+ K=0, 
die andere (Il) 
(27) A ® + By? +CG2°-+2Day+2Eyz+2F,2e:+262+2H,y+221:+K&, =0 
und suchen wir die polarreeiproke Fläche von (I) in Bezug auf die andere Fläche (Il). 

Sei ferner (& n £) ein Punkt der gesuchten Fläche, dann muss die Polarebene dieses 
Punktes in Bezug auf die Fläche (Il) eine Taangentialebene von der Fläche (I) sein. Die 
Gleichung der Polarebene von & n & in Bezug auf (II) ist: 


AEFDa FREI Wet OEL BEn JB ng 
(Er Eh, 4:6 2 Mas a er 
und die Tangentialebene durch einen Punkt (t, «, v) der Fläche (D lautet: 


(At+Du+ Ft z4+(Dt+ Bu+Ev4+ H)y 
+ (Ft+ Eu+Cv+Dz+(6:4+ Hu+Ivo+ K)—=0. 


(28.) 


(29.) 


Damit nun die Polarebene (28.) und die Tangentialebene (29.) identisch werden, müssen 
folgende Gleichungen erfüllt sein 


[| At + Dun Zu + Geeehe e Din Far 
30) | Dr Bu DE PR en een 
Pt But On I 1m: Ei Or 
6: + Hu Io Ro) aa 
wo 4 ein gewisser Proportionalitätsfactor ist. 
Um diese Gleichungen aufzulösen, muss man sie homogen machen durch Einführung 
einer vierten Coordinate w, also 
At+Du+ FrF+Gv=1(4,5S+Dn+ FI-+ 6) 
(31) Dt+Bu+Ev+Hvwv=4(DS5S+Bn + EE+H) 
Ft + Eu+(vo+ Iv=4(F5S+En+ GIS-+1) 
Gt+ Hu+Iv+ Kuv=4A(G5+Hn-+ 121° 4 K&) 


Aus diesem System der vier Gleichungen folgen nun die Lösungen: 


PIE 0. 
wo { 
A Dre 
Es a PB 
PER EN HE 
RE 
(AS+Dm+BE+@) DFG 
(34.) Zu (DE B np IE BEER El 
U a u Re a 
+ unter er 
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AStDa tt Ri+M F | 
(D)5+BntBi+tH)E | 
rn mar | 
GE+Hn+IC+K) LK 
D(A5S+Dn+ FEH+ 6, 
Bi (DS Bar 
LES Burn.) 
(HE+ Un + LH K)| 

N en Ei 
BeRSUHe Bu een 
GES aBens 0.0 2) 
ee A 
Setzt man » — 1, da ja w beliebig angenommen wurde, so wird 

I 


A 


(35.) 


BEIN, 


ayseeoayyaalyyn 


(38.) j 


sodass 


39) »t 


Entwickelt man 7, nach den Elementen der ersten Verticalreihe, so wird: 


BPeH 
BCE 
IH IK 
DE Ra 
B=BH 
EIER 
oder geordnet nach &, n , £ erhält 7, die Form 


hr - Asp Dnt FA: 6) el), 2 Arash) 


en ana GM) STEH eK) 


(40.) A, — BSsr 4,nt R:r Sı ’ 

& BEH DFG DFG DFG 
Ds Ne. EDNBOLI BEE HL EGNREH 
ER RN TERFER BRCHT 

=. BB BAr DFG DFG DFG 
N DIEGDMERLWOLR LERNBBHIU MB EH 
HIK RER RER Ecı 

RR DFG DFG ae: 

ea ern ace.n Beten ee 
EBK FERTER BOEK BCI 

BEH DFG DFG DFG 

STE EMERNEOETI LA BEHMLER|IBBR 
HATER INTER: HIICK ECıI 


TDIERTG 
HARD IE 
HIK 
DSG 
BeErH 
ECI 
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Entwickelt man ebenso die Determinanten I, , 4, , 4, bezüglich nach den Elementen 
der zweiten, dritten und vierten Verticalreihe und ordnet gleichzeitig nach &,n,{&, so er- 


halten sie die analogen Formen 


4 = Rs an Hr mr 

(41.) 4; = P; & H 5 N + R; Ä + S, 

” A ee ee 
DEH A FG ARE AFG 
PR=4A|\FCI\+- DIE CT + ER IDEE Mer Dee 
GG IK GIS GEeiK RE 
DIE AFG 4 FG AFG 
Q = DAFECTL IB N ReGer er Vorne 
GNERER, GalK GEIEK Mae) 
DIEIH ABU AUG AUF 
R-=F|F CI +E&|E61),-1-06G|\DEBEHE HT \DIBER 
GIER) @ IR (FPIEK PIECE] 
EIG, ES HD IE, A AFG 
S=G | FC II 4 HlFC1I|. + 1 1DaRHı 2 Kun 
(IR: G IK Gl aK| PETE 
DBrH Kr ARD) :G SATDRG 
R=A|IFEITI + DIERE II 21DIB HN 4 GrDapee 
GHK GHK GHK Kr 
D’B’H AD’G ArID):G 4DG 
Q =D|FEI+-BIFEI+E DBH + H|/DBH 
GaraR @ HK G HK FEI 
DEBEH ADG ADG ADG 
R=F|FEI\+E|FEII GI DBH2  L DBI 
a HK G HK G HK BE 
DBH ADG ADG ADG 
Sm a EI EB WESER RB NDERER: +K,\DBH 
G. HK GHK (@7 HK FiR“l 

und 

WEBER ADF AUDER ADF 
= A BI RIC. LAD RRREG + FR |DBE|-+G|DBE 
Der, GH GeHel: FE6 
DBE A’DTE AFDKE Bee 
Qi DEE EICı EB EEG +, DBE +AH DEBIE 
ee HA1 leur lesı FB :G 
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DBE ADF ADF AND*R 
BEI GRIR I FEONNIONDBBE LLIDBE 
@H1 GHT, GHI FEGC 
DBE ADF ADF MiDR 
SE IIWBRRON IH FEC\LL DBE LK DBE 
GHI GHI GHI TENFRG, 


Da ferner der Punkt (t, w, v) auf der Fläche (I) liegen muss, so werden seine Co- 
ordinaten der Gleichung der Fläche (I) genügen, 


[ EN MB er mer 
ASt Quant RE+ Ss PA5rQan RE + Sn 
HOBSLAN+REHSE | 5 pEEHONERIHS Bst Otte 
PEHQn FR HS) a RER 


Ein N et ve N n + BR &-°8) Win as 


=) PBS+QUn+R&+ 8° 
2 gr BEtQGntRi4S) BEtGntBrtH 8) 
| a 
(PH Qn+ R, © -+ 8) 31 33 rat R5-Ht 8) 
ae nee er omtracts 


5 > IE Qs N iR R; \ Sin S,) 7 

( Brerg, en. ıs, ne 
Und dies ist die Gleichung der polarreeiproken Fläche; da dieselbe für & 7 & vom 

2. Grade ist, so giebt dies den Satz, dass die polarreeiproke Fläche einer Fläche zweiter 
Ordnung in Bezug auf eine andere Fläche derselben Ordnung stets wieder eine Fläche zweiter 
Ordnung ist. 

Es sollen nun die beiden Flächen (IT) und (II) die speciellen dreiachsige Ellipsoide 
sein, für welche ist 


0 


\ 


ee en Re en 
a” b° = 
Bro G=or H,==r0n, Tre=yo, K=—1 
1 1 1 
A, = a, ’ B, — b° ’ C = PR ’ IN —u 0 E, = 0 
F=0, ı=0, Hr = rose ehe], 
Hierdurch vereinfachen sich aber die Ausdrücke P, Q, R, S bedeutend, es wird nämlich 
a 
NE 
— 1 
1a = oO ’ OR == 8 b? a }) es == 0 p a 0 y 
— 1 
P, = 0 p Q, = 0 y der = FIT NE —— 0) - 
— 1 
= 0 ’ RZ 0 alu 0 ‚u = Bpa’ 
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wodurch die obige Gieichung der polarreciproken Fläche übergeht in: 


a & B? rn? el 
(43.) wo Ar St er ro; 
Dieselbe ist also wiederum ein Ellipsoid mit den Halbachsen 
a er ie an ) an 
a b e 
Setzt man aber 
a re OR 


so wird 
(44.) a En a a 
Also haben wir das Resultat: 
Für das Ellipsoid 


2 2 
= ar nr + 1 


C 


ist die polarreeiproke Fläche in Bezug auf eine mit demselben concentrische 
Kugel vom Radius r wieder ein Ellipsoid 


a & _ D? 7? _ eG — pt 


oder = 
“2 2 2 
5 7 3 ve LEN 
a'? ar b'? Sr ec? ev 1 ) 
wenn 
y: y2 r? 
a' =—— ] b‘ 0) e' ——— 
[44 C 
oder 
(45.) aa = ball eg 


Betrachtet man nun jenes gefundene Ellipsoid für die Mittelpunkte aller der Kugeln, 
welche von einem Systeme dreier conjugirten Durchmesser berührt werden und die dort ge- 
gebene Kugel rechtwinklig schneiden, so sind die Halbachsen desselben (vgl. Th. II, Gl. 16.)) 


PN EEE. 2, 


De, ER I 


a b e 


es besteht daher zwischen den Halbachsen des gegebenen und den des gefundenen Ellipsoides 
die Gleichung | 


4 


a0 ho ce 'M, 


womit nachgewiesen ist, dass das gefundene Ellipsoid dem gegebenen der Gestalt nach polar- 
reciprok ist in Bezug auf eine Kugel, dessen Halbmesser 


er 
ze 
ist. 
Eine solche Kugel existirt wirklich, da bereits gezeigt worden ist, dass 


Mur (+ en Ze N ee 


jederzeit positiv ist. 
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Abschnitt II. Die gefundenen Formeln enthalten ferner die Lösung einer zweiten 
Aufgabe als Specialfall. Lässt man nämlich den Radius o, der gegebenen Kugel unendlich 
klein werden, so geht die Kugel in einen Punkt über; die Gleichung des Ortes für diesen 
Fall ergiebt sich aus der allgemeinen Gleichung (7.) desselben, wenn man e, — o setzt, also: 
(46.) ee re 228° 5:5 2 2 nn y—- 22h tt rt=0 
und man hat die Lösung der Aufgabe: 

Den’ Ort für die Mittelpunkte aller der Kugeln zu bestimmen, welche von einem 
Systeme dreier conjugirten Durchmesser des Ellipsoides berührt werden und 
sämmtlich durch einen gegebenen Punkt (&, n, &,) gehen. 

Der fragliche Ort wird also auch in diesem Falle ein dreiachsiges Ellipsoid, nur 
ändert sich die Grösse seiner Achsen, während das Verhältniss derselben zu einander ein 
constantes bleibt. 

Denn der Ausdruck für M wird jetzt 


Sr 7 %) Er 
47. M = st ( N en 
(47.) M a\en A B2 ar ) Se 
Ebenso bleibt der Mittelpunkt derselbe, da seine Coordinaten 
5 320 EL 
l == =: = Mm = -_. , v7 Se ar 


vom Radius oe, unabhängig sind. 

Hierbei ist angenommen, dass der Punkt (&, 7, &,) entweder ausserhalb oder inner- 
halb des Ellipsoides gelegen ist. Macht man noch die Annahme, dass der gegebene Punkt 
(&, 7. &) auf dem Ellipsoid selbst liegt, so wird einfach 

(48.) Mir ee in 

Auch für diese specielle Lage des Punktes bleibt der Ort ein Ellipsoid, denn s? ist 
grösser als vr‘, da s die Entfernung eines Punktes mit den Coordinaten a, b, e, also eines 
ausserhalb des Ellipsoides gelegenen Punktes vom Anfangspunkte darstellt, während der 
Punkt (&, 7, &,) auf dem Ellipsoide liegen soll. 

Der einzige Fall, der hier ausgeschlossen bleibt, ist der, dass r‘ —= o wäre, dass 
also der Punkt mit dem Mittelpunkt des Ellipsoides (Anfangspunkt) zusammenfiele. 

Abschnitt III. Statt der ursprünglich gegebenen Bedingung, welcher die von den 
conjugirten Durchmessern berührten Kugeln im Eingange dieses Theiles unterworfen worden 
sind, kann man als solche die annehmen, dass die bezeichneten Kugeln, für deren Mittel- 
punkte der Ort gesucht wird, eine gegebene Kugel berühren. 

Die Gleichung, welche diese Bedingung ausdrückt, ist aber 


I 
Bier gt = d. 
Setzt man jetzt diesen Werth für d? gleich dem in Gl. (2), so erhält man 


te +2ae= "tr 2r Ep tms tEM. 
4* 
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Oder, da nach Gl. (3.) 0? = r? (1 — ?) ist, wird, wenn man noch nach r ordnet: 

0) rar Ep tn tw te Telt+-er—0. 
Beseitigt man aus dieser Gleichung die Irrationalität und ordnet nach Potenzen von r, so 
ergiebt sich 

a eser Te pn ae 2&ytnztk Y) 

me .0) 250, } — Ar #90, ) (DENE C 1) 
ır (nr? — 0,9? Re aik 

Führt man hier noch die im Früheren hergeleitete Funktion des Oeffnungswinkels © 
von den Richtungs-Cosinus 9 x w aus Gl. (41.) Th. I. ein, indem man gleichzeitig a’ + 
b? + ce? —= s? setzt, so wird daraus 

(T@ot+r2t+eW—arr@+sste mE tnztEM 
61, +2 2 Hm + ED HS@R + EL tEN) Er +) 2 

| — Ar der? - EA FTNnNEAD TS? N 0 

Und dies ist jetzt die Gleichung für den geometrischen Ort jener Kugelmittelpunkte, 
ausgedrückt in Polarcoordinaten. Derselbe stellt sich also in gegenwärtigem Falle dar als 


eine Fläche 4. Grades. Hierbei ist vorausgesetzt, dass r’ einen endlichen Werth zZ oe, hat 
und von Null verschieden ist, d. h. dass der Mittelpunkt der gegebenen Kugel nicht mit dem 
Mittelpunkt des Ellipsoides zusammenfalle und die Kugel nicht durch den letzteren, ( Coordi- 
natenanfang) gehe. 

Kehren wir zurück zu den rechtwinkligen Coordinaten durch die Substitutionen 

ı=r9, y-=rY, 2 rd, 

so lautet die Gleichung der Fläche: 
er PN —- AH PAS at nm y tz 
IH 212 K&etmytotst@rtrrtedet ten 


| 28 Ole) N — Ehre) ae 
h st (rt — hr um 


Es mögen nun im Folgenden gerade die beiden Fälle, welche wir oben ausgeschlossen 


(52.) 


haben, einer näheren Untersuchung unterworfen werden. 
1) Nehmen wir zunächst an, dass die Kugel durch den Mittelpunkt des Ellip- 
soides (Coordinatenanfang) gehe, dass also r‘ — og, sei, so vereinfacht sich 
die Gleichung des Ortes zu folgender: 


| rt’? Ri — 4A HN Get yt&D 
(53.) A W Ge tms FG an, 
| -Pe@+r+ah-0. 


Der Ort ist also wieder eine Fläche 4. Grades. 
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Die Gleichung wird aber für das zusammengehörige Werthesystem © = o,y — o, 
2 = o befriedigt, woraus folgt, dass der Coordinatenanfang selbst Punkt der Fläche ist. 
Die Beschaffenheit dieses Punktes der Fläche ergiebt sich aus deren Gleichung in Polareoordinaten: 
rt (a? p° 4 b? g + e w”)” se 4 $ y? (a? p? 1 b? y? - e& w”) (& p + N, Y + & ı) 
rn 22er teen 2ter—t, 
welche, da r?” gemeinschaftlicher Factor ist, auch geschrieben werden kann: 


ä |" Br Bed) Arne or Le) ptnı ta) 
(94.) 0) 5) \9 0) 0) 2,9 0) 0) 2) D) 2 
nern te HR er] = 


Dieselbe giebt die Durchschnittspunkte der Fläche mit einer Geraden (p, x, ) durch 
den Coordinatenanfang und zwar im Allgemeinen vier an der Zahl, weil sie in Beziehung 
auf r vom 4. Grade ist; aber da diese Gleichung hier in die beiden quadratischen Gleichungen 


(55.) Ku 


„Wr trete Wr @p tr te NE tnntEw 
3) (et each Ca Gpytmatd Waren 9 Sn bs Von 9,1 —, 


zerfällt, so erkennt man, dass zwei von den vier Durchschnittspunkten mit dem Coordinaten- 


und 


anfang zusammenfallen, denn die beiden Wurzeln der ersten Gleichung sind gleich Null; der 
Coordinatenanfang ist also hier Doppelpunkt der Fläche. 

Es bleibt noch übrig die Beschaffenheit der beiden andern Wurzeln aufzusuchen. 
Diese ergiebt sich aus der Diseriminante der zweiten Gleichung. Dieselbe lautet nach vor- 
heriger Vereinfachung 

(97.) 16 s? DR (a? p? -I- b? y° -- e? I) { Ss? e$ (a? p* + b? y? + e w”) \ B 

Da jedoch der erste Factor positiv ist und daher keinen Einfluss hat auf das Vor- 
zeichen der Discriminante, so hängt die Beschaffenheit der beiden Wurzeln lediglich von dem 
Vorzeichen des zweiten Factors 

Be (a? p° ae 2 y2 ä- ce? w°) 

ab. Dieser Ausdruck ist aber, da 9 ,x , % die bekannten Richtungs-Cosinus sind und zwei 
von ihnen höchstens gleich der Einheit werden können, unbedingt positiv. Die zweite der 
quadratischen Gleichungen hat also stets zwei von einander verschiedene reelle Wurzeln für 
r und es schneidet daher jede durch den Coordinatenanfang gelegte Gerade die Fläche ausser 
im Anfangspunkte noch in zwei verschiedenen Punkten; jede andere Linie dagegen giebt 
vier verschiedene Durchschnittspunkte. Der geometrische Ort bestebt daher in dem gegen- 
wärtigen Falle aus zwei in dem Anfangspunkte zusammenhängenden, sonst aber getrennten 


Schalen. 
Aus geometrischer Betrachtung ergiebt sich, dass von diesen Schalen die eine den 


Mittelpunkten der Kugeln angehören, welche je von drei conjugirten Durchmessern berührt 
werden und die gegebene Kugel selbst von aussen berühren, die andere den Mittelpunkten 
derjenigen Kugeln, welche die gegebene von innen berühren. Den Doppelpunkt, in welchem 
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die beiden Schalen der Fläche zusammenhängen, muss man sich entstanden denken aus dem 
Zusammenfallen der beiden unendlich kleinen Kugeln, welche die gegebene Kugel in dem 
Anfangspunkte einerseits von innen, andererseits von aussen berühren. 


2) Der zweite oben ausgeschlossene Fall ist der, wo der Kugelmittelpunkt mit 
dem Mittelpunkt des Ellipsoids zusammenfällt. 
Für denselben ist daher r‘ = o und zugleich 


= 0, m=0o, .=o. 


tl Sr 
m 


Die Gleichung des Ortes geht dadurch über in 


8) la te +0. 
Setzt man hierin vorläufig r® — R, so erhält man eine quadratische Gleichung in 
Beziehung auf R; ihre Diseriminante hat nach Vereinfachung zum Ausdruck: 


59) Aue ee 
und dieser ist nach dem Vorhergehenden stets positiv. 
Man erhält also für R zwei reell2 von einander verschiedene Wurzeln 
ER 0? | 2:2 —- ++ W) a te W) 
(a? g? r 2 IE wi 


und hieraus wieder 
a +| 5? 0,2 | Da p? 3. 2 y? r 2 w) +2 0° eh (a? p? _ D? y? — ec >) 
(a? op? 4- b? y° + e aum2 


oder 


a: EIN Z 2 near Syn 
(60.) 9 une PL Le? 2 —a® p—+b’y’—+c? W+ 25 1? (ap? +b?y?+cAp?). 


Es bleibt nun die Beschaffenheit des Ausdrucks unter der grossen Wurzel zu unter- 


suchen. Derselbe ist im Falle des positiven Zeichens, wie unmittelbar einleuchtet, stets 
positiv. Im Falle des negativen Zeichens fragt es sich, ob die positive Grösse 
2 °—- (++ vr grösser oder kleiner als 2 s Vs? — (a? 9? + b? x? + ce? W®) 
ist; fände das letztere statt, so müsste es namentlich dann eintreten, wenn die zweite Grösse 
ihren Maximalwertb erreicht, oder wenn a?p? + b?y? + cw? zum Minimum wird, und dies 
geschieht nach der früheren Voraussetzung a >b >c, wem 9=o, y=o und daher 
v = 1 wird. 

Der ganze Ausdruck geht dann über in 

24a +02 —25la + R 

und dies ist aber das vollständige Quadrat von s — ga? + 52, welches selbst wiederum 
positiv ist, da ja 


FPt® > Ver 


ist. 


al 


Der untersuchte Ausdruck ist also in jedem Falle positiv und die obige Gleichung 
4. Grades für r hat vier reelle, je zwei gleiche aber entgegengesetzte Wurzeln. 

Jede durch den Coordinatenanfang gehende Gerade schneidet somit die Fläche in 
vier Punkten, von denen je zwei vom Mittelpunkte gleich weit und entgegengesetzt liegen. 

Der geometrische Ort jener Kugelmittelpunkte stellt sich uns wieder dar als Fläche 
4. Grades, die aber in dem Coordinatenanfang einen Mittelpunkt hat und aus zwei getrennten 
concentrischen Schalen besteht. 

Abschnitt IV. Es liegt nahe die von den conjugirten Durchmessern berührten 
Kugeln noch der Bedingung zu unterwerfen, dass sie das gegebene Ellipsoid selbst berühren. 

In diesem Falle muss der nach dem Berührungspunkte gezogene Kugelhalbmesser 
zusammenfallen mit der Richtung der Normale des Ellipsoides in diesem Punkte, also wenn 
o diesen Halbmesser bedeutet 


E— a 
> 5 =, cos. n, 2) 
(61.) 1 e I _— cos. (n, y) 
SE ee) 
Y 


wo (n, 2); (n, y); (n, 2) die Winkel bedeuten, welche die Normale mit den Achsen einschliesst. 
Die Gleichungen der letzteren aber lauten 


a ee 
sa Re “ = 
(02) Inter) 
ee ey 
ee undg = 6:07 


Die Cosinus der Winkel, welche diese mit den Achsen einschliesst, sind nun 


Dex 
CO (N, - — 
| ( N) ) Vp# ct a? u at c* y° + at b* 2? 
ac y 
(63.) cos. (n, y) — VE ce 28 ER ee ze 
u 
| 2) aba 2 
cos. (n, 2) = zn 4 3 
/ Wett td? Hatbt 


Schreiben wir der Kürze halber 


(64.) a all detdtf? tat 2—o, 


so ist die Bedingung, dass die Kugel das Ellipsoid selbst berührt, in folgenden Gleichungen 
enthalten: 
o0.(5—2 = Bee 
65.) EN) ac 
ok — 2) enable. 


| 
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Um ferner auszudrücken, dass die Kugel von den drei conjugirten Durchmessern be- 
rührt wird, beachte man, dass die Entfernung r des Mittelpunktes (£ n &) vom Coordinaten- 
anfang zusammenfällt mit der Achse des Umdrehungskegels durch die genannten Durchmesser. 
Es ist, wenn o wieder den Halbmesser der Kugel bedeutet 


S 
63 


ee =: il — 7%) 

Dies giebt, für r? seinen Werth aus Gl. (41.) eingesetzt, und gleichzeitig die in ihm 
vorkommenden Richtungs-Cosinus Q, x, w durch &, n, © und r ausgedrückt, nach einiger 
Umformung die Gleichung 

N) 


6) E- + - MP HE-P-7EAE+E- Mr HEHE. 


Endlich besteht für den Punkt (x, y, z) die Gleichung des Ellipsoides 


C 


& Y £ N 
(67.) = + „2 + —= =1 
Um nun zu der Gleichung in &, n, , also dem geometrischen Orte der Kugelmittel- 


punkte zu gelangen, muss man aus den fünf Gleichungen (65.), (66.) u. (67.) die vier Grössen 


0, x, y, x eliminiren. Die Elimination von o erfolgt nun sehr leicht durch Division der beiden 


ersten der Gleichungen (65.) durch die dritte: 


el Em 
ar a? z 
Meer 
EEE N 
Hieraus erhält man 
| fa 
ce ee ) 
a? z — 2 
(68.) 3 g 
Dan 
Y—— 6} 2 
i zz d®(ö — 2) 


Setzt man diese beiden durch z ausgedrückten Werthe für &, y ein in die Gl. (67.), 


so folgt als Eliminationsgleichung 


RER ; IE 
(69.) a a  ()) 
also eine Gleichung vom 6. Grade. 
Es lässt sich daher die Elimination nicht vollständig ausführen, 
auch nicht möglich die Fläche algebraisch dureh eine einzige Gleichung 


den Grad derselben zu bestimmen. 
Somit führt dieser Fall auf ein interessantes mathematisches Problem. 
Dass eine solche Fläche für den Ort der Kugelmittelpunkte sicher existirt, erkennt 
man, wenn man das gegebene Ellipsoid in eine Kugel übergehen lässt, also 
al Ib ErsE er 
setzt, in welchem Falle die Fläche sich als eine _concentrische Kugel darstellen muss. 


und es ist deshalb 
auszudrücken, oder 
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Es gehen nämlich die Werthe in (68.) über in: 


a N 
BO S 
2 
MT E I 
und diese in (67.) eingesetzt, ergiebt sich für z 
(71.) ER m 
dm % a a BR 
Bildet man jetzt 
et 
317 
N Pe - 


RE N Een 
rer: 


und substituirt diese Werthe in Gl. (66.), so erhält man nach einiger Reduction . 


Verne sera 


oder 


(72.) e— RM — — 


woraus sich für den Radiusvector der eonstante Werth 


D) 


v3 
a nn 
(3 — 1/2 
ergiebt, 
Da in dem speciellen Falle der Kugel eine Kugelfläche als Ort resultirt, so muss 
auch im allgemeineren Falle des Ellipsoides eine Fläche existiren. 


Es könnten nun wie bisher für den Raum die analogen Aufgaben für die Ebene ge- 
stellt und z. B. gefragt werden, welches der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise 
sei, die von zwei conjugirten Durchmessern einer Ellipse berührt werden und einen gegebenen 
Kreis rechtwinklig schneiden. Diese wollen wir jedoch hier übergehen, da sie eigentlich 
nicht in den Rahmen vorliegender Arbeit gehören, und bei ihrer Untersuchung sich doch im 
Wesentlichen Alles wiederholen müsste. Wichtiger erschiene wohl die Frage, was aus dem 
geometrischen Orte in den einzelnen Fällen würde, wenn man statt des gegebenen drei- 
achsigen Ellipsoides eine andere centrische Fläche zweiter Ordnung annähme; indess würden 
uns diese Untersuchungen hier zu: weit führen. 


>4 


Theil I. 


Eine etwas weiter gehende Frage, die sich jedoch an die geführte Untersuchung über 
die geometrischen Oerter der Mittelpunkte jener den genannten Bedingungen unterworfenen 
Kugeln eng anschliesst, ist die Frage nach den einhüllenden Flächen dieser Kugeln. 

Wir wollen im Folgenden zunächst zum ersten der in Theil II behandelten Fälle die 
entsprechende einhüllende Fläche zu bestimmen suchen. 

Es soll also die Einhüllende der Kugeln 


(1.) @e =) WW NN 
bestimmt werden, deren Mittelpunkte sämmtlich auf dem B.. Ellipsoide 
BR Hr 2 en 2er 
liegen, und die die gegebene Kugel mit dem Mittelpunkte $, 7, & und dem Halbmesser 0, 


rechtwinklig schneiden, also der Bedingung 


(39 et 0° = d? 
genügen. 


Von den hieraus zu eliminirenden vier Parametern & 7 TC und o lässt sich der letz- 


tere mit Hilfe von Gl. (3.) beseitigen, denn aus derselben erhält man 
(®) = el tn en 

und in Verbindung mit Gl. (1.) 

6) F=er+P?+#°—-2:3@ — 5 2 m) 2 Be 
Nach der Differentialrechnung hat man aus dieser und der Gleichung 

6) ge? +? + 2, Fee ar ce 


die folgende Doppelgleichung: 


DR oF oF 
3 Kr on 4 Fu 
2 PN RED 
9E 2, DE, 
zu bilden und aus den vier Gleichungen (5.) (6.) u. (7.) die drei Parameter &n { zu eli- 
miniren. 
Nun ist 
OF oF oP 
7 — —_ 2. — 5), 2 oc = — 2(e@—ÖÜ) 
0 Ds: 9IE e) 2 0) 94 0) 
FE -r@E- NE), a na ae C) 
Hiernach wird aus Gl. (7.) 
ee en MATHE ah DE u 
(8.) RE — "n— sn, ei— 8L 


Setzt man dieses eonstante Verhältniss — p und drückt &, 7, {, durch den neuen 
Parameter p aus, so erhält man 


SEP 
(9.) = 7 Tan Ra ll 

b’p 

, _ 2458 

> 2? p 

Substituirt man noch diese Werthe in die Ausdrücke für 7 und , so ergiebt sich 
2 
a Er EN. Per Al nn Ei yvtnps®—D) 
(10.) 2( 


a 


Di (x Fr (pe —D)% leer er ei en G-+% BER — DD) 
p’ a’ pb De 


6} 


eh äh dr — tan) lets oe-n) 
Er ep 


aus welchen beiden Gleichungen man nur noch p zu eliminiren hat. 


Hierzu bestimmen wir p aus F, so wird 


a) pe teen tese— ir 
ee ++? — (r?— 0o)]- 2 P 


P=2# 25, ac, FERN ee We @— 5) 


gesetzt worden ist. 


worin 


Zum Zwecke der leichteren Elimination des p aus p schreiben wir letzteres so 


g=teke5sP—Y)e@— 5 pe D)tery tm pP —N)(y—m(ps’+D) 
+ a? b? (z +{& (ps — Bi. (2 (kp? -+ 1)) #2 pP(r?—o)=o. 
Nun bilden wir 


1-2 Bee-Netreetyen)yrablen )alrad arena 
i 222 Tyler? eo] —28 pP 


(13.) 


ferner 


Be 2,3°[b° &(&-&,)(@-25,)ta?o?(y-n)(y-2n,)ta?b*(2-5,)2-25,)]+a’d°e[a’+y’+2°- (r’?-0,”) 
; Glen ei gu oo Dr, 


Setzt man noch zur Abkürzung 
14) 282: Pa -)etaedy—- Wyreb@— 5) 2] 
BR 02 [x de y° al. 2? — (m? eo] Br 
15) 28 Ee@- Sa 2H)+eeyg-ny-2m)+RRe— )Ee—2U)] 
m ar b? e (2? -H (7 + 2°? en (r'? Kran 0] = V 


5* 
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(16.) et HP? +2 — (Ir? — eo’) - 2 P=W 
und führt die Ausdrücke 


U 
ps en 1 — aus 
: 1 
pe plan 


in die Gl. (13.) ein, so erhält man schliesslich 


(17) 22a. W+8 0) @W—-5:NWH+a®2(yW4+nÜ) (yW— nV) 
+22. W+ De W—-LV + 8% (r?’— eo) W=o 


als Gleichung der einhüllenden Fläche aller Kugeln, die von Tripeln eonjugirter Durchmesser 
eines dreiachsigen Ellipsoides berührt werden und eine gegebene Kugel rechtwinklig schneiden. 
Die Einhüllende ist eine Fläche 6. Ordnung. 

Wir wollen nun die gelegentlichen Orts schon behandelten Speecialfälle in Rücksicht 
auf unsere jetzige Gleichung der einhüllenden Fläche betrachten. 

1) Setzt man den Halbmesser o, der gegebenen Kugel = 0, so hat man die Ein- 
hüllende der Kugeln, die von Tripeln conjugirter Durchmesser des Ellipsoides berührt werden 
und sämmtlich durch einen festen Punkt (&, 7, &) gehen. Die Ausdrücke in (14), (15) und 
(16) und folglich auch die Gleichung der Einhüllenden selbst werden dadurch nicht wesent- 
lich vereinfacht; letztere wird nämlich i 


(18.) b? ce (2 W, “r 5 U,) (w Wi 5 V;) Sr ac“ (y W, ar n, U,) (y Min V,) 


+2”? W430) 2.WM -&) Te? eW-=o, 
wo jetzt 


19) 9-2’ a —E)e ty n)ytbk@—L)2]—- re Hy +2 —r”? 
(20) n =2#[ ’@— 5)@— 25) — my — 27) + ee —G)@ 20]: 
te ty tr? 

21) WW =’! —r)— 28° P. 


2) Liegt der Kugelmittelpunkt (&, n, &) auf dem gegebenen Ellipsoide 


y* 2 
Hei 


C 


oO 
x” 


a? 
und geht die Kugel gleichzeitig durch den Mittelpunkt desselben, so müssen die Bedingungen 
rt = go, und 
D? cr &? +00 m? _ et 

stattfinden. Die Gleichung der Einhüllenden wird dann 


(22.) #2 EM, +40) aM, - SI) bee WW -n0) (yW, — n P;) 


EM, TIL D)EmM - 5: rn =06, 
wo jetzt 


23) mM, rt’! 2 ra ey nn FTeipzl ae 
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a) nn = 2?’ +23 eat eyn tab? zd) 
+27 2] +22 (9 + 2) 
25.) 9,=28# [be (@— 5) a +0? (y—n)yta (&—6)2])—a (typ 2). 


3) Wenn ferner der Kugelmittelpunkt mit dem Mittelpunkt des gegebenen Ellipsoids 
zusammenfällt, so ist 


a Ya ei 
zu setzen, und aus der Gleichung der Einhüllenden wird jetzt 
(26.) Sa eK a ee Eur 
Dieselbe zerfällt in die beiden Gleichungen 


(27.) a a a a a 1 
x” 2 B) 


: Br RR INe 
(28.) a? ar b? 1, Be | Ss: 


Die erstere giebt kein geometrisches Bild; ‘die letztere dagegen repräsentirt ein mit 
dem gegebenen concentrisches Ellipsoid als Einhüllende. Dieses Ellipsoid ist aber dasselbe, 
auf welchem die Mittelpunkte der die Einhüllende erzeugenden Kugeln liegen. Wir haben 
hier das merkwürdige Resultat, dass die Kugeln, welche von Tripeln eonjugirter Durchmesser 
eines Ellipsoides berührt werden und eine concentrische Kugel rechtwinklig schneiden, die- 
selbe Fläche einhüllen, auf welcher die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen. 


und 


4) Wenn endlich auch noch die Kugel in den Mittelpunkt zusammenschrumpft, also 


0, = o wird, so geht die Gleichung der Einhüllenden über in: 

(29.) Dune Ta ey. end) = 0, 
welche wiederum in die beiden 

(30.) We = abe y Ze) 
und 

Bat? Led — 0 
oder 
Ra ER 
tete 

zerfällt. 


Die erstere wird nur befriedigt durch das Werthesystem 
2—=0, y=0, 2-0 
und stellt also den Anfangspunkt dar, der auch auf der Fläche der letzteren Gleichung liegt; 
dieselbe giebt als Einhüllende aller Kugeln, welche von Tripeln eonjugirter Durchmesser eines 
Ellipsoides berührt werden und sämmtlich durch den Mittelpunkt desselben hindurchgehen, 
einen elliptischen Kegel. Dies ist wiederum derselbe Kegel, auf welchem die Mittelpunkte 
aller dieser Kugeln liegen. 
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Für die analoge Aufgabe zu dem Fall III des II. Theiles hätte man die einhüllende 
Fläche der Kugeln 
(32.) (2.,—.S)" a (Wu De 
zu suchen, deren Mittelpunkte auf der Fläche 4. Grades 
a a a 
(33.) +22 65a’ me@2 inneren 
2 HAFEN) Etat +? P—0 
liegen und die sämmtlich eine gegebene Kugel mit dem Mittelpunkte (&, n, &) und dem 


Halbmesser e, berühren, also der Bedingung 
era = d 
oder | I n } B 2 
a +2 =? ri me ran een 


unterworfen sind. 
Aus diesen Gleichungen lässt sich nun der vierte der hier auftretenden Parameter 
& n, & e leicht eliminiren, denn mit Hülfe von Gl. (32.) geht die letztere über in 


@- + Ga He 
12 Sr Or We 
Hieraus erhält man 
. 1 A a De 2 
(85) = [est nted— ea tn HE tg ee 
1 
und durch nochmalige Anwendung der Gl. (32.) 


er 2 5 1 a 
86) P= a ++ gr Teetunted — Et mmt eh) 
2 2} O9 At > 2 z 
et tt re) 


Weiter hätte man die Doppelgleichung 


oF OF oF 
0 E am AR 
37. a a 4 
= °p 9 °P 
AB: °n Ai 


zu bilden und aus den vier Gleichungen (33.), (36.) und (37.) die drei Parameter &n7 { zu 
eliminiren. Die einhüllende Fläche wird, da die Mittelpunkte der Kugeln auf der ohnehin 
complieirten, Fläche vierten Grades (33.) liegen, natürlich von viel höherem Grade und bei 
weitem complieirter sein. Abgesehen davon, dass die Elimination der 5, 7, € und mithin die 
Aufsuchung der Gleiebung der Einhüllenden schwierig, wenn nicht unmöglich ist, hat doch 
dieselbe kein besonderes Interesse, weshalb wir diesen Fall nicht weiter verfolgen wollen. 
Selbstverständlich werden wir den noch schwierigeren Fall der Berührung der Kugeln mit 
dem Ellipsoide aus gleichen Gründen übergehen müssen. 


